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linearen Kennlinie an einer beliebigen Stelle in den Regelkreis
eingefiihrt werden; es miissen dort nur die stationdren Werte
won EinfluBgroBen verfiigbar sein.

Eine Moglichkeit dazu besteht darin, die Kennlinie des Stell-
gliedes nach der geforderten Abhidngigkeit zu gestalten. Bei
einem Ventil wiirde es sich dabei um die Offnungskennlinie
handeln, die den Zusammenhang zwischen dem freien Quer-
schnitt und dem Hub angibt. Wird das Stellglied iiber ein
Stellwerk (Stellungsregler) betétigt, so ldBt sich fiir ein ansich
lineares Ventil in vielen Fillen die gewiinschte nichtlineare
Beziehung dadurch einfiithren, daB man z. B. in die mechani-
sche Riickfithrung Kurvenscheiben einbaut. Treten im Regel-
kreis elektrische Signale auf, so bietet sich die Verwendung
von Kombinationen aus linearen und nichtlinearen Wider-
stinden an.

Eine Gruppe von Geriten mit nichtlinearer Kennlinie, die
sich besonders gut als Kompensationsglieder eignen, stellen
die Multiplikatoren dar. Mit ihrer Hilfe 1aBt sich ein grofBer

E; —»

Bild 12. Funktionen zwischenAusgangs- und Eingangsgroflen des
Multiplikators.

Teil der gewiinschten Abhidngigkeiten zwischen Ausgangs-
und EingangsgroBe nachbilden oder doch wenigstens an-
ndhern. Besonders giinstig ist dabei das Verhalten der Gerite,
bei denen im stationdren Zustand Gleichgewicht zwischen
zwei Produkten von je zwei GroBen besteht. Wird die Aus-
gangsgroBe mit 4 und die EingangsgroBe mit E,, E, und E;
bezeichnet, so gilt im Gleichgewichtszustand

A'E1=E2'E3.

Damit lassen sich alle im Bild 12 gezeigten Kennlinienformen
verwirklichen.
Fiir
E,E,
A=
E,

ergibt sich die Kurvenschar von Bild 12a.
Macht man E, = E, so wird (Bild 12b)

_E
-,

und fiir E; = A4 gilt (Bild 12¢)

und E;=konst

A

A=\’/EZ'ES‘

Auf diese Weise 148t sich eine ganze Reihe der hiufig vor-
kommenden Kennlinien mit zwei unabhidngigen Veridnder-
lichen realisieren.
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Ein numerisches Verfahren zur Berechnung allgemeiner Regelsysteme

Von H. TRAUBOTH, Miinchen

Es wird ein numerisches Verfahren beschrieben, da seine ein-
heitliche Berechnung der Ausgangssignale von beliebig ver-
maschten, allgemeinen Regelsystemen mit beliebig vielen Ein-
gangssignalen erlaubt. Die Eingangssignale und Gewichtsfunk-
tionen des Systems konnen beliebige, auch numerisch gegebene
Zeitfunktionen sein. Das Verfahren eignet sich besonders gut
zur Programmierung einer digitalen Rechenmaschine.

The author describes a numerical method which makes it possible
to calculate the output signals of any kind of multiple-loop
feed back system, having any number of input signals. The input
signals and the weighting functions may be of any kind, even
numerical time functions. This method is particularly suitable
for programming a digital computer.

2

1. Einleitung

Die Kenntnis des dynamischen Verhaltens von technischen
Systemen ist duBerst wichtig. Die Dynamik wird allgemein
durch Differentialgleichungen beschrieben. Anschaulicher
kann man aber ein System als Blockschaltbild, wie es zur
Beschreibung von automatischen Regelsystemen iiblich ist,
darstellen [1], [2]. Der Begriff ,,Regelsystem‘‘ sei hier im
weiteren Sinne fiir physikalische Systeme verstanden, die als
Blockschaltbilder angegeben werden konnen. So kann man
ein elektrisches Netzwerk auch als Regelsystem bezeichnen,
wenn es sich in ein Blockschaltbild umformen 148t [3]. Das
Blockschaltbild besteht aus verschiedenartigen Gliedern, die
zu einem stark vermaschten Gesamtsystem beliebig mitein-
ander verbunden werden konnen. Man unterscheidet zwi-
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schen linearen und nichtlinearen Systemen. Enthélt das Block-
schaltbild mindestens ein nichtlineares Glied, so wird das
betreffende System als nichtlinear bezeichnet.

Die exakte analytische Berechnung selbst einfacher nicht-
linearer und umfangreicher linearer Blockschaltbilder ist
meistens nicht moglich oder die Rechnungen sind sehr miih-
sam. Die analytische Methode versagt gidnzlich, wenn einige
Zeitfunktionen nicht als analytischer Ausdruck, sondern als
gemessene numerische Werte gegeben sind. Es soll hier nun
eine numerische Methode gezeigt werden, die es erlaubt, alle
Ausgangssignale eines beliebig vermaschten allgemeinen Re-
gelsystems als Funktionen der Zeit einheitlich zu berechnen.

2. Aufbau des Blockschaltbildes

Das zu berechnende System soll in der universellen Dar-
stellung als Blockschaltbild gegeben sein. Das Blockschaltbild
ist aus mehreren riickwirkungsfreien Gliedern zusammen-
gesetzt, die verschiedene Funktionen darstellen konnen
(Bild 1), und zwar bei linearen Gliedern:

1. eine Gewichtsfunktion g(r), die entweder als analytischer
Ausdruck oder als numerische Wertetabelle bekannt ist;

2. einen Integrator als Sonderfall der Gewichtsfunktion
(g(n=1);

3. einen Differentiator 1. Ordnung;

4. eine Totzeit bekannter Linge;

5. einen Verstiarker bekannter positiver oder negativer Ver-
starkung;

6. einen Summierer mit praktisch beliebig vielen Eingidngen.

Bei nichtlinearen Systemen kommen noch zwei Arten von
Gliedern hinzu:

7. das nichtlineare Ubertragungsglied;
8. der Multiplikator mit praktisch beliebig vielen Eingédngen.

Lineare Glieder

Gewichtsfunktions-  *(¢) 7] y(t)

Glied

Differentiations- x(t) 4= Y o) ~dx(t)

Glied BT i =55
x(¢) y(t)

Verstarkungs- x(t) y(t)

Glied "E’"

y() = x(t)eg(t)

Totzeit-Glied

y(t) = K-x(t)
x (t)
g;:::iemngs' 17(;) ;“) y(t) = % () + 22 (0) +...+ xc (€)

Nichtlineare Glieder

Nichtlineares x (1) y (1)

Ubertragungs- y () = f(x(¢)

Glied
x (¢)

Multiplikations- Xt y()

G:e;pn ations t7(:) = y () = xp(€)-xz(€) ... - xx (¢)
xx (¢) |

Bild 1. Die verschiedenartigen Glieder, aus denen ein Blockschalt-
bild zusammengesetzt sein kann, und die Beziehungen zwischen
Eingangs- und Ausgangssignal als Funktionen der Zeit 7.

Diese Glieder lassen ein Signal nur in einer Richtung durch..
Sie konnen beliebig miteinander zu einem umfangreichen Ge-
samtsystem verkniipft werden. In das System konnen prak-
tisch unbegrenzt viele Eingangssignale eingespeist werden.,
deren Zeitfunktionen entweder als analytischer Ausdruck oder
als Wertetabelle bekannt sind und die auch Impulsfunktionem
sein konnen. Die Anfangswerte werden dabei wie Eingangs-
signale behandelt.

Die in das System eingespeisten Signale werden vom Beginn
an zur Zeit 1 = 0 in gleichbleibenden Abstinden /17 durch das
Blockschaltbild verfolgt. Dazu ist zu untersuchen, wie die ver-
schiedenen Glieder ihre Eingangssignale verandern.

3. Die linearen Glieder des Systems

a) Diskrete Faltung beim Gewichtsfunktions-Glied

Legt man zur Zeitr = 0im Ruhezustand an den Eingang eines
linearen Systems einen Einheitsimpuls (Dirac-StoB, Nadel-
funktion), so erhdlt man am Ausgang dieses Systems als Ant-
wort eine Zeitfunktion von 1 = 0... . Diese Zeitfunktion
ist charakteristisch fiir das System und wird die Gewichts-
funktion g(r) des Systems genannt. Erregt man nunvonz = 0
beginnend das System mit einem Eingangssignal x(r), das
irgendeinen — auch einen analytisch nicht bekannten oder
unstetigen — zeitlichen Verlauf haben kann, so ist das Aus-
gangssignal y(7) durch das bekannte reelle Faltungsintegral
gegeben [5]:

)'(t)=_[ x(1) g(t—1)-dr: (1)
0

oder abgekiirzt:
y()=x(n*g().

Die kontinuierlichen Zeitfunktionen, das sind die Gewichts-
funktion und das Ein- und Ausgangssignal, kann man durch
ihre abgetasteten Zeitfunktionen anndhern. Dadurch wird die
kontinuierliche Funktion unter dem Integral

[(t)=x () g(t—1) (2)
in eine diskrete Funktion verwandelt (Bild 2):

I(m-At)=x(m-A4t) - g(n-At—m- 41);

mit At= At als Abtastintervall,
n=0,1,2;3,:.;
m=0,1,2,3,....n;
oder I(m-At)y=x(m-A4t)-g((n—m)-A41). 3)

Um das Ausgangssignal y zur Zeit 1 = n - At zu erhalten, ist
das Faltungsintegral durch eine Summation anzunidhern.
Diese Niherung kann bei gegebenem Abtastintervall A7 in
Abhingigkeit von der Wahl des Polynoms, das die Impuls-
reihe /(m - Ar) stiickweise anndhert, mit verschiedener Ge-
nauigkeit erfolgen. Die reelle Faltung geht dann in folgende
Reihe iiber:

y(n-4t)= A4t Z"" b, x(m-At)-g((n—m)-4t). (4)
m=0

Die Werte der Koeffizienten b,, hingen vom Grad des Poly-
noms ab, mit dem die Integration angenihert wird. Bei der
einfachsten Niherung, der linearen Niherung (Trapez-Re-
gel [4]), ist

b,=1 firm=1,2,...,(n—1),

b,,=0,5 fiir m=0 und n.
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Abgetastetes
Eingangssignal x(r)

Abgetastete
Gewichtsfunktion g (r)

©

Gespiegelte und verschobene
Gewichtsfunktion g (t — 1)

@

T Flache F,

orre

=(r) 1%
Y x4

Produkt der in (&) und ©

dargestellten Zeitfunktionen

T —
® T Die Fldche unter der Zeit-
e b1 . . funktion in stellt die

y(¢) Yo=Fidchn Fj Amplitude des Ausgangs-
0123456 (—» signals y (t) dar.

Bild 2. Graphische Darstellung der diskreten reellen Faltung.

Der einfacheren Schreibweise wegen wird im folgenden eine
Funktion f(m - r) durch f,;, angegeben.

Die Reihe (4) ist dem Ausdruck sehr dhnlich, den man erhilt,
wenn man die z-Transformationen der Impulsreihen von x(r)
und g(7) miteinander multipliziert [5]. Die z-Transformation
der Impulsreihe von y(r) ist mit z = edt *s:

y(z)=x(z)-g(2), (5)
y(z)=( VI X.../Z”')'( b g.../Z"')- (5a)
m=0 m=0

Durch Ordnen der Glieder nach Potenzen des Faktors 1/z
fir m = n erhélt man die Amplituden der Impulse in zeit-
licher Reihenfolge. Fiir den n-ten Impuls ist der Faktor
von 1/z%:

F..=m20x..'g..-...- (6)

Will man y, wissen, so ist F, noch mit 47 zu multiplizieren:
Yya=A4t-F,. @)

Gl. (7) stimmt mit Gl. (4) bis auf den Faktor 15 im ersten und
letzten Glied iiberein. Der Zusammenhang zwischen linearer
Niherung der reellen Faltung und der z-Transformation wird
oft iibersehen, weshalb dann oft falschlich nur das erste Glied
der Reihe GIl. (7) halbiert wird.

Das kontinuierliche Eingangssignal kann von Impulsfunk-
tionen x;(z) verschiedener Amplituden iiberlagert sein. Die
Impulsfunktion x;(#;) ist der Grenzwert eines Impulses der
Amplitude x;'/h und der Breite h, also der Impulsfliche
xi' * h/h = x¢, so daB gilt:

x;(t)=limx;-hlh=x{-u(t;), (8)
h—=0

mit u(#;) als Einheitsimpuls.

Solche Impulsfunktionen sind nur bei der Simulierung von
idealisierten Regelsystemen, die von Differentialgleichungen

abgeleitet werden, von Interesse. Sie diirfen auf keinen Fall
vernachlissigt werden, da andernfalls erhebliche numerische
Fehler auftreten.

Da das Gewichtsfunktions-Glied linear wirkt, kann man das
Eingangssignal in einen kontinuierlichen Teil xx() und in
einen Impulsanteil x;(r) zerlegen und dann die jeweiligen
Ausgangssignale getrennt verfolgen.

Liegen mehrere Impulsfunktionen x;” - u(r;) zu verschiedenen
Zeiten Ty * 1t am Eingang, so addieren sich deren Wirkungen:

d
.Vl.n= Z x'T,.gn-—T,: (9)

i=1

d Anzahl der Impulsfunktionen.
Das vollstindige Ausgangssignal yj ist dann

d
yn=."l.n+yk.n= Z x:l'i'gn—T;
i=1

+4t Z bm'xK.m.gn—m' (10)
0

iy
Im Abschnitt 3¢ wird auch die quadratische Niherung
(Simpson-Regel) fiir die Faltung angegeben, die im allgemei-
nen ausreichend genaue Resultate liefert. Naherungspoly-
nome hoherer Ordnung ergeben zwar bei gleichem Abtast-
intervall Ar noch groBere Genauigkeit, sie fithren aber zu un-
handlicheren Reihen, da die Koeffizienten b, zu viele ver-
schiedene Werte aufweisen.

b) Interpolation iiber Abtasttheorem

Man kann nun zeigen, daB die lineare Interpolation ausreicht,
wenn das Abtasttheorem von Shannon erfiillt ist.

Die Funktion /*(7) ist die abgetastete Funktion von /(7)
(Gl.2);sie stellt eine Impulsreihe der Abtastfrequenz f4 = 1/4¢
dar. Nach dem bekannten Abtasttheorem von Shannon erhilt
man die vollstindige kontinuierliche Funktion /(7), wenn man
die Impulsreihe /*(7) durch ein ideales Filter mit der Band-
1

breite fp = T und der Verstiarkung Ar/h(h — 0) schickt.
Voraussetzung dafiir ist allerdings, daB die im Frequenz-
spektrum des Signals /() vorkommende hdochste Frequenz
kleiner ist als fp.

Die Gewichtsfunktion eines Filters ist gleich der Antwort auf
einen Einheitsimpuls. Wird zum Zeitpunkt m - A¢ an das
ideale Filter ein Einheitsimpuls angelegt, so erhilt man als

Antwort [13]
.
sm[m(t—-m At)]

T
—A—;(r—m At)

g(t—m-4n)= (11)

Dieses Filter ist fiktiv und 148t sich physikalisch nicht reali-
sieren, da die Funktion g auch fiir die Zeit vor dem Ein-
treffen des Impulses, also zur Zeit t < m - At, bekannt sein
muB.

Die Summation der Antworten von [*, = [*(m- Ar),
m =0,1,2...nergibt dann /(7) (Bild 3):

¥
W sin[—(t—m-dt)]
@)= 3 I 4 .

(12)
Z;(r—m-dr)
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Das Integral

y(l)=if'1(t)-dr (13)

wird durch Einsetzen von Gl. (12) in Gl (13)fiir7 = n - lrzu
AL i sin%(r—m-dr)

yn= [ Y |lpo————|dr. (14)
- m=0

k3
E(r—m-dl)

Die untere Grenze des Integrals muBB — = sein, da die Funk-
tion unter dem Integral auch fiir 7 < 0 endliche Werte hat.

I(r) 1*(x) I(7)
——<f——[ Ideoles Fiter | ———— T

g I(r)

L'A"' t v —> T —

At ¢

Bild 3. Umsetzung der Impulsreihe /*(7) in das kontinuierliche
Signal /(7) durch ein ideales Filter.

-~

Durch Vertauschen des Integral- und Summationszeichens ist

. ‘,,sm (r-—m Aat)

y0=3 I | T a,

S T o
At(t m-At)

(15)

Nach Gl. (4) ist

- A,smA (t—m-A41)
b, dt=Si(t)= | —n_—-dr.
I(t—m-dr)

(16)

Durch Substitution

b1
T=E(t—m-At) (17)

wird ersetzt
d‘t—’ﬂ'dT,
9
t=n-dAt->T=n(n—m),
1=0-T=—-m'x,
1T=—w-a>T=—-—0w,
so daB sich
b =—S (T)_lm; "')S"}T

- o
ergibt. Die Koeffizienten der Ndherungsreihe sind also pro-
portional dem Integralsinus mit den Grenzen — oo und
7 (n — m).
Teilt man das Integral in zwei Hilften und beriicksichtigt, daB

dT

(18)

0

I sdeT__ J. sdeT Ism TdT—? (19)
- (]
ist, so wird
T==(n—m)
b,, _i+i sinT 47, (20)

2 ] T

Nach [14], Tafel 2, ist (sieche Bild 4) fir

n—m=0, m=n, b,=0.5:

n—-m=1, m=n—1, b,-,=1,0895;
n—m=2, m=n-2, b,-,=09514:
n—m=3, m=n-23, b,-;=1,0331;
n—m=4, m=n—4, b,-.=0,9750.

Bei linearer Interpolation sind die Koeffizienten

b,=1 firm=1,2,...n—-1,
b,,=0,5 fir m=0 und n.

Wihrend bei der linearen Interpolation die Koeffizienten b,
fest und unabhingig von der Linge der Reihe sind, und zwar
0,5 am Anfang und Ende sowie 1 fiir alle ibrigen Werte der
Reihe, schwingen bei der Interpolation iliber das Abtast-
theorem die Koeffizienten mit einer maximalen Abweichung
von etwa 9% um den Wert 1. Am Ende der Reihe ist der
Koeffizient ebenfalls 0,5, am Anfang der Reihe aber an-
nahernd 1. Wenn /(0) = 0 ist, dann wird der Koeffizient am
Anfang der Reihe bedeutungslos, und damit wirkt sich der
Unterschied des Wertes dieses Koeffizienten von 0,5 bei linea-
rer Interpolation und 1 bei Interpolation tiber das Abtast-
theorem nicht aus. Je linger die Reihe ist, desto mehr nihern
sich die ersten Koeffizienten dem Wert 1. Man sieht daraus,
daB vor allem bei langen Reihen die lineare Interpolation fast
identisch der Interpolation iiber das Abtasttheorem ist.

Wenn man die Abtastfrequenz f4 so weit erhoht, daB die im
Frequenzspektrum von /(7) vorkommende hochste Frequenz
kleiner ist als 15 f4, so liefert die liber das Abtasttheorem
gefundene Interpolation die besten Ergebnisse. Die lineare
Interpolation ist dieser Interpolation sehr dhnlich, so daB3 auf
eine Interpolation mit Polynomen hoherer Ordnung verzich-
tet werden kann, wenn das Abtasttheorem erfiillt ist!).

¢) Beziehung zwischen Eingangs- und Ausgangssignal des
Gewichtsfunktions-Gliedes

Bei der Darstellung des Faltungsintegrals durch eine Reihe
hiingt der momentane Wert y, des Ausgangssignals von allen
vergangenen Eingangssignalwerten und vom gegenwartigen
Eingangssignalwert ab. Darin driickt sich der Speichereffekt
dieses linearen Ubertragungsgliedes aus. Wenn man die Ein-

schrinkung x," * g, = 0 (n = T;) macht, kann man schreiben:

yn=Pn+Qn.xn (21)

') Der Verfasser dankt Herrn Prof. Dr. F. L. Bauer, Minchen, fir den Hinweis
auf den Zusammenhang zwischen der linearen und einer Giber das Abtasttheorem
gewonnenen Interpolation.

1 1 sin T %
b \ Ll
1,0895 v
1,0331
10— —
|
* 09514 | 0,9750
0'5‘ b, b s |6y 3 15; .
b, |
’1,
01 —t == = — = b
0 3 2= 3= 4=

Bild 4. Verlauf des Integralsinus und der Koeffizienten b,,.

a(n-m) 2 (n—m)
1 1 sin T 1 sinT
hm_§+; f TdT—; J. TdT.
0 -0
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P, und Qy sind Konstante, wenn man voraussetzt, dal3 die
Eingangssignalwerte fiir 0 < r < n - .1t bekannt sind.

Bei linearer Niherung des Faltungsintegrals ergeben sich
folgende Formeln:

Firn = 0: .
P,=0, (22)
Q,=0. (23)
Fir n > 0:
=1 d
Po=4t Y by Xy m' Ba-mt Y X7, 8u-1p Ti<n, (24)
m=0 i=1
mit b, = 0,5 fur m = 0,
bm=1 firm=12...n—1,
Q,=4t-0,5-g,. (25)
Bei quadratischer Niherung des Faltungsintegrals gilt:
Fiir n = 0:
P,=0, (26)
0,=0. (27)
n = gerade Zahl
Fiir n > 0:
n—1 d
P,=41-2[3 z DXy, w8u-wt Z XIT.'gu-m Ti<n, (28)
m=0 i=1
mit by = 0,5 fiir m = 0,
m=1 firm=24,...n—2,
bp=2 firm=13,...n—1,
Q,=4t-1/3-g,. (29)
n = ungerade Zahl
Firn = 1:
Pu=4"0’5"‘k.o'8|+X'T.'8n-r,‘ 1;=0' (30)
Q,=4t-0,5-g,. (31)
Firn> 1:
n—1 d
Pn=‘“2/3 z bmxk. m&n-m+ Z -xfr,'g,.-r,, Ti<nv (32)
m=0 i=1
mit by, = 0,5 fiirm =0,
bm =1 firm=24...n—3,
bn=2 firm=13...n—2,
bm = 1,25ftirm=n—1,
Q0,=41-0,5-g,. (33)

Ist das kontinuierliche Eingangssignal x;(r) zeitlich um 7 - At
verschoben und enthilt es zum Zeitpunkt ¢+ = T - At einen
Sprung, so ergibt sich fiir alle Wertevonn(n = T, T % 1...)
der Fehler

Vy=41-0,5x1"gu_1, (34)

wenn man diesen Fall nicht gesondert beriicksichtigt.

d) Differentiations-Glied

Am Ausgang eines Differentiators erscheint die differenzierte

Zeitfunktion des Eingangssignals:

dx (1)
dr -

y()= (35)

Im allgemeinen diirfen beliebige kontinuierliche Zeitfunk-
tionen, die auch Spriinge aufweisen konnen, am Eingang an-
liegen. Impulsfunktionen sind nicht zugelassen, da diese zu
Doppelimpulsfunktionen fithren wiirden. Treten im Eingangs-
signal Spriinge zu den Zeitpunkten #; auf, so entstehen am
Ausgang zu diesen Zeiten Impulsfunktionen y;(#;). Diese Im-
pulsfunktionen kann man leicht anhand von Bild 5 ableiten.

O ® ©

R S p— gt ol kesiti—
h e |

Bild 5. Die Entstehung einer Impulsfunktion am Ausgang eines

Differentiations-Gliedes durch einen Sprung am Eingang.

a) Eingangssignal x(r),

b) Ndherung x*(r) des Eingangssignals x(r),

¢) Ausgangssignal y(r) = yi(t;) + ye(1).

1 Impulsfunktion y;(#;) = lim x’; - h/h,

2 Kontinuierliche Funktion yx(r).

Nahert man die unendliche Steigung im Punkt #; durch den
endlichen Anstieg x;'/h an, so erhidlt man am Ausgang einen
Impuls der Amplitude x;'/h und der Breite A. Die Impuls-
flache ist also x;’. Geht man nun zum Grenzwert & — 0 iiber,
so erhilt man die Impulsfunktion yi(#;) = x;" * u(t;), wobei
u(t;) die Einheitsimpulsfunktion ist.

Den kontinuierlichen Teil yi(r) des Ausgangssignals y(r) er-
hélt man durch Differentiation des differenzierbaren Teils des
Eingangssignals. Die Ausgangsfunktion y(r) setzt sich also
aus der Uberlagerung einer kontinuierlichen Zeitfunktion
yi(?) und den Impulsfunktionen yi(#;) zusammen. Sind nur
diskrete Werte der Eingangsfunktion im Abstand A7 bekannt,
so kann man die Zeitfunktion x(7) dhnlich wie bei der Inte-
gration abschnittsweise durch Polynome annidhern. Die Ge-
nauigkeit der Ndaherung nimmt auch hier mit wachsender
Ordnung des Ndherungspolynoms zu, wodurch allerdings die
entstehende Reihe weniger bequem zu handhaben wird.

Bei Nidherung der Ausgangsfunktion yi(r) durch vergangene
diskrete Werte und den gegenwirtigen diskreten Wert der
Eingangsfunktion stehen zu Beginn der Simulation nicht ge-
niigend diskrete Werte zur Verfiigung, weshalb sich der Grad
der Ndherungspolynome fiir die ersten diskreten Zeitpunkte
dndert. Er erhoht sich gegeniiber dem vorhergehenden Zeit-
punkt um den Grad 1 so lange, bis die Anzahl der bekannten,
vergangenen diskreten Werte des Eingangssignals gleich dem
Grad des Niherungspolynoms ist, das als endgiiltig ausge-
wihlt wurde. Der Grad 4 diirfte im allgemeinen ausreichen.
Zur Zeit t = 0 ist die Steigung nicht bekannt, da keine
diskreten Werte x_;, x_, ... der Eingangsfunktion vorliegen.
Es wird deshalb die Steigerung Null angenommen. Die dis-
kreten Werte yi,» des Ausgangssignals errechnen sich dann
aus folgenden Gleichungen [6]:

n=0:y, ,=0; (36)
1

n=1:y,‘_,,=z(—x,.-1+x,.); (37
1

n=2:yk.,,=2.—m(x,,_z-—4x,,_|+3X,,); (38)

(—=2x,-3+9x,-,—18x,_;+11x,);
(39)
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n24:yy 0= 3 O % s = 16,3436,
—48x,_,+25x,). (40)

Die Annahme, daB3 zur Zeit r = 0 die Steigung des differen-
zierbaren Teils der Eingangsfunktion x(7) Null ist, kann bei
der Berechnung der Signale des Gesamtsystems in der Nihe
von ¢ = 0 zu einem fehlerhaften Ausgangssignal y;(7) fithren.
Dies laBt sich dadurch ausgleichen, daB in der Ndhevonr = 0
mit einem besonders kleinen /17 gerechnet wird. Liegt am Ein-
gang des Differentiations-Gliedes eine Sprungfunktion, so er-
hilt man keinen Fehler, da die Steigung des differenzierbaren
Teils fiir # = 0 Null ist. Das vollstindige Ausgangssignal ent-
steht aus der Summe der Impulsfunktionen y;,, und der kon-
tinuierlichen Funktion yg ,:

yn=}"k.n+yi.n' (41)

Auch hier kann zwischen dem Teil Py, der durch die stetigen
Eingangssignalwerte der Vergangenheit gebildet wird, und
dem Teil Qpnx, der Gegenwart unterschieden werden. Es er-
geben sich dann folgende lineare Beziehungen:

yn=Pn+ann+Zyi.n' (42)
n=0:P,=0, (43)
0,=0; (44)
-1
n=l:P,,=?x,,_l, (45)
0 o 46
ll_At’ ( )
n=2:P,=%(x,,_z—4x,,_,), (47)
1.5
Qn_I’ (48)
1
n=3:P,,=m(—x,,_3+4,5x,,_2—9x,,_,), (49)
11
Qn_6_At’ (50)
nz4:P, =L X —l—6x +12x,_,—16x (51)
=T4n 4- At n—4 3 n—-3 n—2 n=1/
25
Qn_lz_At' (52)

e) Totzeit-Glied
Ein Totzeit-Glied verzogert das Eingangssignal um die Zeit 7:
y(O)=x(t-1). (53)

Wenn 7 ein Vielfaches der Abtastperiode Az (v = T+ A7) ist,
dann ergeben sich folgende Beziehungen:

Ya=Pp+0px,, (54)
0,=0. (55)
fir n<T:P,=0; (56)
firn>T:P,=x,_r. (57)

Das momentane Ausgangssignal y, ist also nur von einem
vergangenen Eingangssignal x,-7 abhidngig.

Ist T kein Vielfaches von /1, so kann man zwischen zwei oder
mehreren diskreten Werten, die in der Nihe des Zeitpunktes
n - At — 7 liegen, interpolieren. Bei linearer Interpolation er-
hilt man, wenn r = 7 modulo 47 ist:

fir n-Ar<rt: P,=0,=0; (58)

fur n-AtZrzAt:P,,=x,,_T—;'—(x,,_T—x,,_,_T). (59)

2,=0; (60)
fir t<4r: P,=i~x,_,(r=r,T=0): (61)
Q,,=l—£%. (62)

Die genauere quadratische Interpolation liefert komplizier-
tere Formeln, die aber leicht abzuleiten sind.

f) Verstirkungs-Glied

Der Verstirker erhoht die Amplitude des momentanen Ein-
gangssignalwerts ohne Zeitverzogerung um den Betrag + K:

y(O)=K-x(1). (63)

Betrachtet man nur den diskreten Zeitpunkt 1 = n - Ar, so
lautet die Beziehung

Yn=0nXn, (64)
P,=0, (65)
0,=K. (66)

Das momentane Ausgangssignal ist also nur vom momen-
tanen Eingangssignal abhéngig.

¢) Summierungs-Glied

Im Gegensatz zu den bisher beschriebenen Gliedern kann der
Summierer beliebig viele Einginge enthalten. Das Ausgangs-
signal ist ohne zeitliche Verzogerung die Summe der Ein-
gangssignale xg,() ... xq(1):

y(= 3 x,().

p=a1

(67)

Betrachtet man hier auch nur den diskreten Zeitpunkt
t = n+ At, so erhilt man

Yn= z xnp'

p=ay

(68)

Diese Summe setzt sich aus Eingangssignalen E;j; zusammen,
die von auBlen in das Gesamtsystem eingespeist werden (ex-
terne Eingangssignale) und bekannt sind, sowie aus Eingangs-
signalen, die Ausgangssignale x,, von anderen Gliedern des
Systems sind (interne Signale):

by Cy

Pi= Z E,,+ Z Xups (69)
p=by p=ci

Ya=Pat Y QupXnp (70)

p=c1

bu

P,= ) E,, (71)
p=by

Q=1 (72)

Die Indizes ¢; ... ¢, konnen irgendwelche ganze Zahlen zwi-
schen 1 und S sein, wobei S die Anzahl der im System vor-
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handenen internen Ausgangssignale ist. Die Indizes b, ... by
konnen irgendwelche ganze Zahlen zwischen 1 und F sein,
wobei F die Anzahl der externen Eingangssignale ist.

h) Zusammenfassung von linearen Gliedern

Um die Zahl der Ausgangssignale im System moglichst klein
zu halten, werden alle linearen Glieder beliebiger Art, die
unmittelbar an den Eingdngen eines Summierers liegen, als
Teile eines einzigen zusammengefaBten Gliedes angesehen
(Bild 6). Die unmittelbaren Ausgangssignale der linearen

Bild 6. ZusammengefaBtes lineares Glied. GL lineare Glieder.

Glieder GL1—GLw werden nicht berechnet. Fiir das zu-
sammengefaBte lineare Glied ergibt sich folgende lineare Be-
ziehung:

Co dw
yn=Pn+ z xnp+ Z an'xnp’

(73)
p=cy p=d;
by dyw
Po=Y E.+ Y P, (74)
p=by p=d;

Die Indizes c; ... ¢y und d ... dy konnen irgendwelche ganze
Zahlen zwischen 1 und S sein.

4. Nichtlineare Glieder

Das zu simulierende System kann auch nichtlineare Glieder
enthalten, die ihre Eingangssignale nur in Abhingigkeit von
der Amplitude verdndern.

a) Das nichtlineare Ubertragungs-Glied

Die Beziehung zwischen Eingangssignal und Ausgangssignal
eines nichtlinearen Glieds lautet

y(O=r(x(@), (75)
wobei f eine beliebige Funktion bedeutet.
Fiir den diskreten Zeitpunkt n - At ist
»=f(x)). (76)

Anstelle eines Polynoms hoherer Ordnung kann die Funktion
auch durch mehrere Polynome 1. Ordnung, die jeweils nur
in einem bestimmten Bereich gelten, gegeben sein. So lassen
sich die Kennlinien vieler Bauelemente gut durch ein- oder
mehrfach geknickte Gerade anndhern.

b) Multiplikations-Glied

Sind zwei oder mehrere Zeitfunktionen miteinander zu multi-
plizieren, so gilt folgende Beziehung

Y@ =x; (1) x,(1)... "xg(1). n
Fiir den diskreten Zeitpunkt wird einfach
Yn=Xn1 " Xp2 e+ "Xpg - (78)

w

5. Verkniipfung der Glieder zu einem Gesamtsystem

a) Lineares Gesamtsystem

Verbindet man die einzelnen linearen Glieder beliebig mit-
einander, so erhdlt man ein vermaschtes lineares Gesamt-
system, in das praktisch beliebig viele Eingangssignale an be-
liebigen Punkten eingespeist werden konnen. Zur Berechnung
der Ausgangssignale aller Glieder des linearen Systems ist in
der zeitlichen Reihenfolge ¢+ = 0, Az, 2 - At ... fiir jeden dis-
kreten Zeitpunkt ein lineares Gleichungssystem zu ldsen.
Dieses ergibt sich aus den linearen Beziehungen zwischen den
jeweiligen Eingangs- und Ausgangssignalen der einzelnen
Glieder, wie sie im Abschnitt 3 beschrieben wurden, und zwar
in der allgemeinen Form

K2
yn=Pn+ Z an'xnp'
p=Ky
Jedes interne Eingangssignal eines Gliedes ist gleichzeitig das
Ausgangssignal eines anderen Gliedes. Es wird deshalb nur
mehr von Ausgangssignalen gesprochen.

Man numeriert die Ausgidnge der einzelnen Glieder in be-
liebiger Reihenfolge i = 1, 2, 3 ... S, das System enthilt also
S Glieder und S Ausgangssignale. Fiir den Zeitpunkt t =n- At
ist zur Berechnung der Ausgangssignale xp; (i = 1,2,3 ... .5)
dann folgendes lineare Gleichungssystem zu losen:

(79)

A, x,=b,, (80)
mit
Apyy Apy2 - Apys Xn1 bnl
A = An21 Ap22 -+ Qs = Xn2 b= bn2 . (81)
Apsy Aps2 -+ Apss X;_, bus

Der erste Index gibt den Zeitpunkt n - At an, wihrend der
zweite Index die Nummer des entsprechenden Ausgangs-
signals trdgt. Hierbei sind die Konstanten

(82)

Jede Zeile des Gleichungssystems (80) charakterisiert ein be-
stimmtes Glied. So gehort Zeile 1 zum Glied 1 (das ist das
Glied mit der Ausgangssignal-Nr. 1), Zeile 2 zum Glied 2 etc.
Die Konstanten apiy + 0,v #+ i (v = 1 ... S)entsprechen den
Qn und die by den Py, der verschiedenen Glieder des Gesamt-
systems und sind aus Abschnitt 3 zu entnehmen. Die Matrix A
ist fiir alle Zeitpunkte (¢ > 0) konstant, es dndern sich nur die
rechten Seiten b, wenn man die Faltung und Differentiation
linear anndhert. Bei quadratischer Niherung der Faltung er-
hilt man zwei verschiedene Matrizen U; und ,.

a,,=1 fiir v=1i (Diagonale der Matrix).

b) Nichtlineares Gesamtsystem

LiBt man neben den linearen Gliedern auch nichtlineare
Glieder zu, so fiihrt die Berechnung der verschiedenen Aus-
gangssignale fiir jeden Zeitpunkt t =0, At, 2-At...n- At
auf die Auflosung eines nichtlinearen Gleichungssystems.
Diese nichtlinearen Gleichungen fiihren theoretisch zu mehr-
deutigen Losungen, von denen eine ausgewihlt werden muB,
da vom physikalischen Standpunkt nur eine einzige Losung
sinnvoll ist.

Das nichtlineare Gleichungssystem ldBt sich in einen linearen
und einen nichtlinearen Teil zerlegen. Der lineare Teil besteht
aus linearen Gleichungen, wie sie im Abschnitt 3 beschrieben
sind. Jede dieser linearen Gleichungen Ly; ist von der Form

S
z alu'x,u‘_ bn‘=0 . (83)
j=1
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Der nichtlineare Teil setzt sich aus nichtlinearen Gleichungen
der beiden Arten
Xni + f (xnj) =0 ’

iFj: (84)

xni—.t,,jl'.t,,jz...'x,U-K=0. ][:t:jz*jk (85)

Zusammen.

Der Index n gibt den Zeitpunkt an, der Index / die Ausgangs-
nummer und ;j die Eingangsnummern des betreffenden Glie-
des. Gl. (83) riithrt von den linearen Gliedern, Gl. (84) von den
nichtlinearen Ubertragungsgliedern und GI. (85) von den
Multiplikations-Gliedern her.

6. Numerische Losung allgemeiner algebraischer Gleichungs-
systeme

a) Allgemeine lineare Gleichungssysteme

Die Berechnung allgemeiner linearer Regelsysteme fiihrt, wie
wir gesehen haben, fiir jeden Zeitpunkt n - Ir zur Auflosung
simultaner linearer Gleichungen der Form

Ar=b. (86)

Die Matrix 2 kann von beliebigem Aufbau sein; denn es
sollen keine Einschrinkungen beziiglich der Struktur und der
Parameter des Regelsystems gefordert werden. Es konnen
also auch die Seitenglieder gegeniiber den Diagonalgliedern
der Matrix iiberwiegen. Die Matrix kann voll, sie kann aber
auch spirlich besetzt sein. Man kann nur die pauschale Aus-
sage treffen, daB die Matrix desto stirker besetzt ist, je grofer
die Zahl der Riickkopplungen im Regelsystem ist (Bild 7 und
Bild 8).

In Gl. (86) sind die nichtsinguldre Matrix 2 und die rechten
Seiten b bekannt, gesucht ist der Losungsvektor

r=A""'p. (87)

Ist die Losung des linearen Gleichungssystems Gl. (86) mehr-
mals durchzufiihren und dndern sich dabei nur die rechten
Seiten b, so braucht man die Kehrmatrix 2! aus  nur ein-
mal auszurechnen. Die verschiedenen Losungen erhdlt man
dann durch einfaches Einsetzen von b in GI. (87).

Die Kehrmatrix 2~! kann durch wiederholte Austausch-
schritte gebildet werden. Die Anzahl der wesentlichen Rechen-
operationen wird aber auf die Hélfte herabgesetzt, wenn man
das GauB-Jordan-Verfahren verwendet und die Kehrmatrix

in abgewandelter Form, als sogenannte Frobenius-Spalten,
schreibt [7], [8], [9], [12].

Bild 7. Blockschaltbild eines Regelsystems, das eine vollbesetzte
Matrix % ergibt.

Das Glied G kann ein Verstarker-, Differentiations- oder Ge-
wichtsfunktions-Glied (mit endlichem g,) sein.

Voraussetzung ist die Bildung zusammengefaBter (gestrichelt ge-
zeichneter) Glieder.

1) x; = Py + QX3 + QpaXe 1 =0, —0u| |x| =P

2) x; = Py + Qqxy + QaaXy, [—Qa 1 —Qao| - [xo| = |Pof,

3) x3 = Py + Qqxs + QaoXy | —Q5 —Qs | X3| = [Py
Ar =p

Bild 8. Blockschaltbild eines Regelsystems, das eine spirlich be-
setzte Matrix ¥ ergibt.

1) x, = P, 1 X, Py

2) x, = Py + Qux, | R I 1 T

3) Xy = Py + 0pxy” v | el = ey 2E= P
4) x; = Py~ Quxy 1 |x, P,

Die Koeffizienten Q konnen Null sein, wenn die Glieder G Totzeit-
Glieder oder Gewichtsfunktions-Glieder, deren g, gleich Null ist,
darstellen. Die Matrix 9 schrumpft dann auf die Einheitsmatrix
zusammen.

b) Allgemeine nichtlineare Gleichungssysteme

Enthalt das zu simulierende System nichtlineare Glieder, so
muB fiir jeden Zeitpunkt n- 17 (n = 0,1,2...) ein nicht-
lineares Gleichungssystem gelost werden:

P; (X35 X35 -0 X)=P0E) =05 1=1,2; ..05:8. (88)
In einfachen Fillen 1dBt sich ein solches Gleichungssys-
tem durch ein analytisches Verfahren direkt losen. Um all-
gemeine nichtlineare Gleichungssysteme zu 10sen, mul3 man
auf iterative Verfahren zuriickgreifen, von denen die Me-
thode des ,,steilsten Abstiegs' (Steepest Descent oder Gra-
dientenmethode) besonders geeignet zu sein scheint [10], [11].

Voraussetzung fur dieses Verfahren ist allerdings, dall man
die ungefidhre Losung bereits kennt.

Bei diesem Verfahren wird die Losung des nichtlinearen
Gleichungssystems auf die Losung einer einzigen nichtlinearen
Gleichung zuriickgefithrt. Zu diesem Zweck wird folgende
Funktion gebildet:

S
P (X1, X35 s X)=0(1)= Y ¥} . (89)

i=1

Fiir die Losungen der GI. (88) wird auch diese Funktion zu
Null und sie ist fiir andere Werte groBer als Null. Da man
die Losung nicht auf analytischem Wege exakt finden kann,
geht man von den Niherungslosungen

(0 (0
1‘( ,=('\‘l )

LA, v 28 (90)
aus und verbessert diese Losungen fortlaufend durch Iteration.
Als 1 fiir den Zeitpunkt n - /¢ kann man die Losung r des
vorhergehenden Zeitpunkts (7 — 1) - /It verwenden, da diese
in der Nihe der neuen Losung 1 (fiir 1 = n - A7) liegt, wenn

die Signale im System stetig sind. Dies ist ja meistens der Fall.

Je kleiner /1t gewihlt wird, desto besser ist die Néiherungs-
16sung £® und desto schneller erhidlt man die endgiiltige
Losung r. Da zu Beginn der Simulation zur Zeit t = 0(n = 0)
noch keine Werte ®) bekannt sind, sollen fiir diesen einzigen
Zeitpunkt die Werte 1® direkt berechnet werden. Dies fiihrt
im allgemeinen zu keinen Schwierigkeiten, da zur Zeit r = 0
die Ausgangssignale der Totzeit- und Gewichtsfunktions-
Glieder Null sind, so daB3 das System auf einige wenige Glie-
der zusammenschrumpft.

Eine wesentliche Vereinfachung der Losung des algebraischen
Gleichungssystems (88) lieBBe sich erreichen, wenn man zur
Berechnung des Ausgangssignals eines Gewichtsfunktions-
und Differentiations-Gliedes nur die vergangenen Werte des
Eingangssignals x,, x;, X, ... Xp—; beriicksichtigt. Dadurch
wird fiir diese linearen Glieder Q, = 0, und man erhilt ein
einfacheres gestaffeltes Gleichungssystem, das man in vielen
Féllen ohne Iteration leicht 16sen kann.
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7. SchluBbemerkung

Das beschriebene mathematische Verfahren zur Berechnung
allgemeiner Regelsysteme hat den Vorteil, daB3 der Rechnungs-
gang einfach und unabhidngig von der Struktur des Regel-
systems ist. Die Anzahl der Rechnungen ist allerdings be-
trachtlich, so dal man nur kleine Systeme manuell, groBere
dagegen mit einem elektronischen Digitalrechner berechnen
wird, zumal sich das Verfahren besonders gut fiir die Pro-
grammierung einer solchen Maschine eignet.

Ganz besonderer Dank gebiihrt Herrn Prof. Dr. L. Merz und
Herrn Prof. Dr. F. L. Bauer, Technische Hochschule Miin-
chen, die durch ihren Rat und ihre Unterstiitzung diese Arbeit
sehr gefordert haben.
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Regelung einer Destillationskolonne fiir ein
Von T. MORINAGA und H. YAO, Tokio (Japan)?)

Die Untersuchung des dynamischen Verhaltens einer Destilla-
tionskolonne fiir bindres Gemisch zeigt kleine Totzeiten im
Verhdltnis zur Zeitkonstante, wenn man die oberen Boden zur
Temperaturmessung benutzt. In diesem Falle konnte mit Erfolg
eine Zweipunkt-Regelung als Temperatur-Regelung eingesetzt
werden.

Investigating the dynamic behaviour of a distillation column
Jfor a binary mixture, it is found that the dead time is short
in relation to the time constant, if the temperature is meas-
ured on the upper ends. In this application, two-position
(onfoff) temperature control proved fully satisfactory.

Uber das dynamische Verhalten der Destillationskolonne fiir
ein bindres Gemisch wurde bereits von einem der Verfasser
frither berichtet [1]. In dieser Arbeit wurde erklidrt, daB die
Ersatz-Zeitkonstante auf jedem Boden gleich ist, wenn die
Flissigkeitskonzentration auf einem Boden als Regelgrofie
und die Riicklaufmenge als StellgroBBe gewihlt wird. Tatsich-
lich wird die Fliissigkeitstemperatur ersatzweise als Regel-
groBe verwendet, da die Temperatur unter konstantem Druck
der Konzentration entspricht. AuBBerdem wurde gezeigt, daB
die Ersatz-Totzeit auf den unteren Boden groBer wird. Die
Totzeit ist aber sehr klein im Vergleich zur Zeitkonstante.
Deshalb kann man selbst mit einer einfacher Zweipunkt-
regelung einen guten Regelerfolg erwarten, wenn das MeB-
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bindres Gemisch

geridt moglichst auf einem der oberen Boden eingesetzt wird.
Aus diesem Grund wurde die Zweipunktregelung einer
Destillationskolonne, die 10 Boden hat und mit Methanol und
Wasser betrieben wird, praktisch durchgefiihrt. Das Experi-
ment zeigte, daB die Erwartung richtig ist.

Weiterhin darf erwartet werden, daB die Amplitude und die
Periodendauer der Temperatur-Dauerschwingung kleiner
sind, wenn das MeBgerit auf einem hoher gelegenen Boden
eingesetzt wird. Dazu wurden zwei Fille untersucht, wo in
einem Falle das MeBgerit auf dem zweiten und im anderen
Falle auf dem vierten Boden angebracht wurde. Die experi-
mentellen Werte entsprachen den theoretischen Werten
ziemlich gut.

1. Experimentelle Anlage und Beharrungszustand der Kolonne

Die untersuchte Destillationskolonne besteht aus 10 Boden
mit einem Durchmesser von 140 mm. Jeder Boden ist 170 mm
hoch und hat 18 Glocken, deren Durchmesser 15,6 mm ist
(Bild 1). Im Sumpf, dessen Durchmesser 300 mm betrigt,
wird ein elektrischer Heizer eingesetzt. Die ganze Kolonne
wird thermisch mit einer 5cm dicken Glaswolleschicht
isoliert. Die Fliissigkeitstemperatur wird mit dem in die
Fliissigkeit eingesteckten Kupfer-Konstantan Thermoelement
gemessen. Bild 2 zeigt die experimentelle Anlage. Bei stetiger
Regelung wird das Thermoelement mit dem elektro-pneuma-
tischen Regler verbunden. Bei der Zweipunktregelung wird
die Spannung des Thermoelementes zunichst mit dem Gleich-
stromverstirker verstarkt (Verstirkungsfaktor 112 dB) und
damit das Relais, ein im Sittigungsgebiet betriebener
Transistor, gesteuert. Das Relais treibt das elektromagneti-



